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完美匹配问题
一个图的完美匹配是覆盖每个点恰好

一次的一些边, 作为边集的子集, 其权重
是所含边的权重之积。

图G的所有完美匹配权重之和记为
#PM(G)。 例如，G是二部图时, 设其邻

接矩阵是
0 M
M′ 0 , 它等于M的积和式，

即 #PM(G)=Per(M)。

论文的主结果如标题所示，解题需要三个方面的简单背景知识：
完美匹配问题、图子式、#P难解性。

例： G    

#PM(G)= a𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑑𝑑 =Per(M)
𝑏𝑏
𝑑𝑑𝑐𝑐 𝑎𝑎

#PM问题是#P难的

平面图#PM有多项式时间算法

图子式
一个图经过删边、删点、缩边得到

的图就是它的图子式。
K5表示5个点的完全图，K3,3表示左

右各3个点的完全二部图。
平面图即不含K5图子式也不含K3,3图

子式的图。

无K5图子式时
#PM有多项式时间算法

H可仅用一个交叉画在平面上的图，
无H图子式时，#PM有多项式时间算法

（利用了图结构定理）

不含某个其他图子式时，

#PM问题的计算难度？

无K8图子式时#PM是#P难的

证明概览：
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1.每个交叉使用自己

的专属区域，从内
部转移到边界外。
例如，图中红边𝑓𝑓和
绿边g的交叉，使用
灰色区域到边界。

2. 转移时与黑边e产生的

交叉被替换成平面构件，
实现了功能C-1。
C-1不是交叉功能C1，

但两个用于e和f之间的C-1，
功能等价于两个C1。

每一个绿色块
内都是实现C-1
的平面构造。

3. 最终保持了完美匹配权重和，

内部变成平面的，交叉规律地列
于外层。
可以证明这种图无K8图子式。

注1.  但有K7图子式。
将同色彩缩成一点。

注2. 在证明的环境中，可以使用多项式插值归约，利用只有0和1两种权重的完
美匹配数目问题实现#PM，即完美匹配权重之和问题。
注3. 这个过程会导致图规模扩大至4次方，不会妨碍#P难解性的传递，但不适
合指数类型的下界传递；有一个类似但较为复杂的过程，规模只扩大至平方，
因而适合指数类型的复杂性下界分析。

同行的并行与后续研究：

1、深入关联图结构
法国同行Wiederrecht与Thilikos证明了一个新版
本的图结构定理，从而推广了上方的结果；了解
到本篇工作之后，结合了右侧的难解性结果，给
出了#PM的计算难度与图结构关系的完整刻画。
（尚未公开发表，但有报告
www.lirmm.fr/algco/GT/#27-01-22 ）

2、推广至更多的计数问题
在二分定理的研究中，有一类平面图时易解而一
般图时难解的问题。在与软件所博士生孟泊宁的
讨论中，已将难解性结论从#PM推广至这类问题
上。

#P难解性
众所周知，SAT是一个NP难问题。其计

数版本——#SAT，问CNF公式的可满足赋值
的数目。

#SAT是#P中的一个NP难问题，而且还是
#P难的。

如果一个#P难问题有多项式时间算法，
#P中的任一问题，包括#SAT也有多项式时间
算法。
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