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研究背景
量子计算机的硬件在近年取得了重大的突破，Google和中科大都分

别在超导量子芯片上实现了量子优越性的实验。然而，目前超导量子芯
片的退相干时间很短，每次运行量子程序的时间都非常有限。为此，我
们需要分析量子程序所需要的运行时间，以判断其是否能在当前的量子
设备上有效地运行。
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学术论文

论文摘要
在这篇论文中，我们研究了量子程序的期望运行时间。受到近期关

于概率程序的工作[1]启发，我们给出了一种关于量子程序期望运行时间
的量子最弱前置条件演算。我们证明了量子程序𝑆𝑆在初态为𝜌𝜌时的期望运
行时间ERT 𝑆𝑆 𝜌𝜌 可以用一个量子力学中的可观测量ert[𝑆𝑆]在𝜌𝜌上的期望值
tr ert 𝑆𝑆 ⋅ 𝜌𝜌 来表示。基于这一发现，我们提出了一种计算有限维状态空
间中量子程序期望运行时间的方法。借此，我们计算了包括量子伯努利
工厂算法在内几个量子程序的期望运行时间。特别地，我们还解决了量
子随机游走的期望运行时间这一公开问题。

主要结果
我们首先证明了在有限维Hilbert空间中，对期望运行时间有限的初态

，量子程序的期望运行时间可以由一个可观测量的期望值表示：
定理1. 对于量子程序𝑆𝑆和初态𝜌𝜌，如果ERT 𝑆𝑆 𝜌𝜌 < ∞，那么

ERT 𝑆𝑆 𝜌𝜌 = tr(ert 𝑆𝑆 ⋅ 𝜌𝜌)
这一定理说明可观测量ert[𝑆𝑆]完全描述了量子程序𝑆𝑆在期望运行有限

的状态上所需的运行时间。这意味着给定满足要求的初态𝜌𝜌，我们不需要
运行量子程序𝑆𝑆，而只需要计算tr(ert 𝑆𝑆 ⋅ 𝜌𝜌)就能得到𝑆𝑆在𝜌𝜌上的期望运行
时间。而为了能够应用上述结论，我们还需要判断一个初态的期望运行
时间是否有限。之前的工作[2]发现在量子程序以1的概率终止的状态构成
了状态空间上的一个线性子空间。在此基础上，我们证明了在有限维
Hilbert空间中，量子程序以1的概率终止等价于期望运行时间有限。

定理2. 对于量子程序𝑆𝑆和初态𝜌𝜌，有ERT 𝑆𝑆 𝜌𝜌 < ∞当且仅当𝑆𝑆在以𝜌𝜌
为初态时以1的概率终止。

将上面两个定理结合，我们就得到了有限维Hilbert空间上量子程序期
望运行时间的一个完整刻画。要计算量子程序𝑆𝑆在初态𝜌𝜌上的期望运行时
间，我们只需要先判断𝑆𝑆在𝜌𝜌上是否以1的概率终止，如果终止的概率小于
1，那么𝑆𝑆的期望运行时间无限；如果终止的概率等于1，那么𝑆𝑆的期望运
行时间就等于tr(ert 𝑆𝑆 ⋅ 𝜌𝜌)。

在ert[S]的计算中，当程序𝑆𝑆包含循环时会需要计算矩阵序列的极限
，直接求解会比较困难。为此，我们参考了[3]中方法，利用超算子矩阵
表示的性质给出了一种实用的计算方法。利用这一方法，我们计算出了
带吸收壁的量子随机游走在任意初态下期望运行时间的一个解析解，解
决了一个公开问题。
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